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1. Vektorfelder - Fliisse - Lie-Klammer

Definition (Vektorfeld)
Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit (z.B. M C R"
offen, oder M = T" = S x ... x S ¢ R™"! der n-Torus). Ein
Ck-Vektorfeld auf M ist eine C-Abbildung

X:M—=TM, p—(p,vp) mit moX =idy.

Dabei ist 7: TM — M, (p, vp) — p die kanonische Projektion von TM
auf M, d.h. Vp € M: n(X(p)) = 7(p, vp) = p.
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1. Vektorfelder - Fliisse - Lie-Klammer

Recall (Tangentialbiindel)

Tangentialbiindel an M:

™ := | ToM= [ J{p} x ToM

peM peEM
Ist (U, x*,...,x") ein lokales Koordinatensystem um p € M, und
J e of _ O(fox71)
Oxi ]:(M) =C (MvR) - R, f Ixi (p) " T(X(p))a
dann bilden die Tangentialvektoren (%, cel 8‘?(,,) eine Basis von T,M.
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1. Vektorfelder - Fliisse - Lie-Klammer

Ein Ck-Vektorfeld X lasst sich dann bzgl. (U, x%,...,x") darstellen als

linearer Differentialoperator erster Ordnung auf Funktionen
feF(M):=C>®MR):

=19 i 9
Xf = (ZX axi> f = <X ax‘) f e F(M).
i=1

(Xl, .. .,X”) :U — R" CK-Funktionen, der Hauptteil von X
bzgl. der Karte (U, x).

X(M) :={X: M — TM Vektorfeld} Vektorraum. J
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1. Vektorfelder - Fliisse - Lie-Klammer

Definition (Integralkurve - Vektorfelder als ODEs)

Eine Integralkurve des C*-Vektorfeldes X € X' (M) durch den Punkt pg
zur Zeit t = 0 ist eine CX-Kurve v: | — M mit 0 € | C R offen, so, dass
der Tangentenvektor %(t) =L (xoq(t) € T,(tyM bzgl. der gewahlten
Karte (U, x) = (U, x},...,x") auf M fiir alle t € | dem Vektor X(v(t))

entspricht:

dy' i :
D) =X(3(t)  i=1...,n
7'(0) = po

System von n gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung
mit Anfangsbedingung.
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1. Vektorfelder - Fliisse - Lie-Klammer

Es libertragen sich die bekannten Existenz- und Eindeutigkeitssatze:

Eindeutigkeitssatz
Seien v: | = M, +': 1" = M Integralkurven von X € X (M), weiter
Jtgelnl: ~(to) =+ (t), dann:

y(t)=4'(t) Vtelnl
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1. Vektorfelder - Fliisse - Lie-Klammer

Sei X € X(M) ein C*-Vektorfeld, dann:
Vp e M: 3 €>0 und eine CK-Abbildung

o:(—€,e) x M — M, (t,p)— o(t,p),

sodass die Abbildung (—¢,¢) = M, t— o(t,p)
eine Integralkurve von X durch p zur Zeit t = 0 ist:

{;ta(t, p) = X(a(t, p))
o(t=0,p)=p
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1. Vektorfelder - Fliisse - Lie-Klammer
Definition (Fluss eines Vektorfeldes)
Fiir t € (—¢,¢) und X € X(M) Ck-Vektorfeld heiBt

Ot M — Ma p = Ut(p) = U(tv p)v

dtat X oot
o9 = IdM

der (lokale) Fluss von X.

Fur t,s € R hinreichend klein:
Os4t = 0s00¢

Insbesondere:
oroo_¢ = idy,

Daher ist o; ein Ck-Diffeomorphismus mit Inverser o_;.

Johanna Borissova (Universitat Heidelberg) Sem. Integrable Systeme & KAM-Theorem 07.01.19

9/35



1. Vektorfelder - Fliisse - Lie-Klammer

Definition (Pushforward einer Funktion)

Seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten, f: M — N glatt und p € M.
Der Pushforward von f am Punkt p ist die lineare Abbildung

for ToM — Tep)N, v = fiv,

Vg € F(N), Vx e M: (fv)(8)lfx) = v(gof)ls-

.

Definition (Pullback einer Funktion)

Seien M, N, P glatte Mannigfaltigkeiten und f: M — N, g: N — P glatt.
Der Pullback von g unter f ist definiert:

f’g:M— P, p—(fg)lp=(gof)p.

.
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1. Vektorfelder - Fliisse - Lie-Klammer

Definition (Lieableitung eines Vektorfeldes)
Seien X, Y € X (M) glatte Vektorfelder und o der Fluss von X. Wir
suchen nach einem MaB dafiir, wie sich Y entlang des Flusses von X
andert. Fir p € M ist

(U—t)*(yat(P)) — Yp d

(ExY)y = i == -

((0-0),(Yor(0)))
t=0

die Lieableitung von Y entlang (des Flusses) von X.

In Koordinatendarstellung:

oY axi1 o
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1. Vektorfelder - Fliisse - Lie-Klammer

Definition (Lieklammer)

Fiir zwei glatte Vektorfelder X = X2, Y = Y-2. ¢ X(M) definiert

ox’? ox!
man die Lieklammer bzw. den Kommutator von X mit Y:

[X,Y] = XY — YX

Die Lieklammer ist ein Differentialoperator erster Ordnung und es gilt:

[X,Y]=LxY J

Bemerkung: (X(M),+,-,[, ]) ist eine Lie-Algebra (s.u.).
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1. Vektorfelder - Fliisse - Lie-Klammer

Sind X, Y € X(M) glatte Vektorfelder und oy, 75 die zugehorigen Fliisse,
dann gilt:

[X,Y]=0 <= oio7s=7500%.
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1. Vektorfelder - Fliisse - Lie-Klammer

Beispiel fiir eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung:
Mathematisches Pendel

d2x
Tl +sinx =0

1
§>'< — cosx = const  (Energieerhaltung)

Konfigurationsraum: M = S = T!
Phasenraum: S! x R
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2. Wirkungsvariation und Euler-Lagrange-Gleichungen

Definition (Lagrangesystem)

Ein Lagrangesystem (M, L) ist ein Tupel bestehend aus einer
differenzierbaren n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M
(Konfigurationsmannigfaltigkeit) und einer CX-Funktion L: TM — R
auf ihrem Tangentialbiindel (Lagrangefunktion).

Wir betrachten Ck-Kurven v: [to, 1] = M, ty < t; € R auf M, die
zwischen festen Punkten verlaufen: ~(ty) = po,v(t1) = p1.

P(t{), t17P0:P1) = {’Y [t07 tl] - M Ck_Kurve ‘ V(to) = po,’y(t]_) = pl}

Definition (Wirkung)

Das Funktional der Wirkung definiert man als

S: P(to, tl,po,pl) - R, v~ 5[’)/] = /tl L(’y(t),"y(t))dt.

to
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2. Wirkungsvariation und Euler-Lagrange-Gleichungen

Satz (Notwendige Bedingung fiir ein Minimum der Wirkung)

Sei L € C3(TM,R) und q € P(to, t1, po, p1) eine C3-Kurve, die S
minimiert. Dann erfiillt g die Euler-Lagrange-Gleichungen, Vt € [to, t1] :

oL ) d oL
aq,‘(q(t)7 q(t)) - &8q,

(q(t), 4(t)).
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2. Wirkungsvariation und Euler-Lagrange-Gleichungen

Wir erhalten damit ein System von n gewdéhnlichen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung in g:

PL.  PL. oL

0727+ 9q0q? " 9q "

Falls (g%é(q, q)) invertierbar ist, konnen wir schreiben:

g (PLY TP (PLYTOL
i (3)= (@)
dt \g G(q,9)
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2. Wirkungsvariation und Euler-Lagrange-Gleichungen

Bemerkung: Erfiillt eine Kurve g(t) die E-L-Gleichungen, so minimiert
sie lokal die Wirkung, wenn gilt:

2L
<gq2(q, q)> >0 (Legendre-Bedingung)

D.h. wenn also

Lg: Ty4M — R, ¢+ L(q(t),q(t)) strikt konvex ist.

Anwendungsbeispiel fiir die E-L-Gleichungen:
Geodatengleichung in der Riemannschen Metrik (folgt)
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3. Legendre-Transformation - Hamiltonsche Gleichungen -
Riemannsche Geodaten

Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und

L:Rx TM - R, (t.q.9) ~ L(t,q.9) )
eine explizit zeitabhiingige Lagrangefunktion € C*(R x TM,R), k > 2.

Weiter sei q: | — M, t— g(t) eine Ck- Kurve, die die E-L-Gleichungen
erfillt. Wir fordern, dass g ein lokales Minimum von S ist:

0°L
(W(t’ q, q)) >0 (Legendre-Bedingung) ‘
Fir (t,q) = (t,q(t)) € R x M punktweise:

Lig: TyM = R, §— L qo(g) = L(t,q,q)
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3. Legendre-Transformation - Hamiltonsche Gleichungen -
Riemannsche Geodaten

Die Legendretransformation von L; , ist dann gegeben durch:

. 8Lt,q L 8L(t,q,) .

Lig: TaM = TaM, g L1,(8) = =550 = == = ()

€ CHYTuM, TAM).

Recall (Tangentialbiindel)

Kotangentialraum von M bei g:
TaM :={l: T4M — R |/ Linearform} = (T,M)*
Kotangentialbiindel an M:

M= ] TgM=[J{q} x ;M
qgeM qeEM
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3. Legendre-Transformation - Hamiltonsche Gleichungen -
Riemannsche Geodaten

oL :

pi(t,q,q) = —8_1.(1?, q,q) (der zu g' kanonisch konjugierte Impuls) ‘
q

Fordern wir zusatzlich Surjektivitat fur £, , dann garantiert das IFT die

Inverse § = q(t, q, p).
Analog V(t, q(t)) € R x M, - wir erhalten so die Transformation:

L
L:Rx TM - Rx T*M, (t,q,q)— (t g, gq(t g, )> =:(t,q,p)

Mit g = q(t, g, p) ist die Legendretransformierte von L dann:

H:Rx T*M >R, (t,q,p) H(t,q,p) Zp, L(t,q,4)
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3. Legendre-Transformation - Hamiltonsche Gleichungen -
Riemannsche Geodaten
H: Hamiltonfunktion. Wir sehen:

Le CKR x TM,R) < He CKR x T*M,R).

Der Definitionsbereich R x T*M verallgemeinert das Konzept des
(2n+1)-dimensionalen erweiterten Phasenraums.

Damit transformiert das System der n Euler-Lagrange-Gleichungen zweiter
Ordnung auf ein System von 2n Differentialgleichungen erster

Ordnung:

Hamiltonsche Gleichungen

~i _ OH

9 = op

. H .
pi=-2H i=1...,n
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3. Legendre-Transformation - Hamiltonsche Gleichungen -
Riemannsche Geodaten

Anwendungsbeispiel fiir die E-L-Gleichungen und zugehorige
Hamiltonfunktion:

Geodaten in der Riemannschen Metrik

J

Auf einer n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit M wahlen wir

lokale Koordinaten und betrachten fiir g € M die Tangentialvektoren
u=(ut,...,u"),v=(v},...,v") € T,M. Das Innere Produkt von u

und v bzgl. der Metrik g(q) ist

n

(w,v) =Y gila)u'v! = gi(q)u'vi
ij=1
und die Lange des Tangentenvektors u ist gegeben durch

1

lellgta) = ({00 gq))* = (gsla)ue)
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3. Legendre-Transformation - Hamiltonsche Gleichungen -
Riemannsche Geodaten

Dabei ist g = g(q) eine reelle, positiv definite, symmetrische Matrix.
Die Inverse notiert man mit g/ := =gj ~1 d.h.

y .
g" gk = 9;

Definition (Lange einer Kurve)

Sei q: [to, t1] — M eine glatte Kurve. Die Lange von gq ist

t1
1(q) :z/ 1a()llg(q(ey At
to

Eine Kurve, die / unter allen Kurven mit gleichem Anfangs- und Endpunkt
minimiert, heiBt Geodate.

Johanna Borissova (Universitat Heidelberg) Sem. Integrable Systeme & KAM-Theorem 07.01.19 24 /35



3. Legendre-Transformation - Hamiltonsche Gleichungen -
Riemannsche Geodaten

Beobachtung:

t1
10) = [ 1a(Ollgatepde st minimal
to

"1 o
E(q) = / Slla(t )||g(q t) ist minimal.

to

Die E-L-Gleichungen mit der Langrangefunktion

L1 1 N
(g, 4) = 511a()|I5(q(e) = 58(9)G'¢"

liefern die

Geodatengleichung fiir die Riemannsche Metrik

Tk =o0.
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3. Legendre-Transformation - Hamiltonsche Gleichungen -
Riemannsche Geodaten

Die zugehorige Hamiltonfunktion ist

1 .
H(a,p) = 58" pip;.
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4. Hamiltonsche Vektorfelder - Erste Integrale - Poissonklammer

Beobachtung: Ist L: TM — R nicht explizit zeitabhangig, dann ist es

H: T*M — R ebenfalls nicht. Mit

_(4q _ (0 I
oo () (5

oH
.

und VH = (

OH OH

lauten die Hamiltonschen Gleichungen

dx
dt
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4. Hamiltonsche Vektorfelder - Erste Integrale - Poissonklammer

Weiter:
dx

OH 0
=JVH = Z <ap, 57~ 3¢ ap,-) = Xy

Wir konnen also zu jedem Hamiltonsystem einer Funktion H ein

Hamiltonsches Vektorfeld

"“/OH & OH o
Xy = A
& ; <<9p; dq'  9q' 8p;>

assoziieren.

Insbesondere:
L C?-Funktion < H C?-Funktion = Fluss von Xy existiert.
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4. Hamiltonsche Vektorfelder - Erste Integrale - Poissonklammer

Definition (Lieableitung einer Funktion)

Sei f € F(M) eine glatte Funktion und X € X(M) ein Vektorfeld mit
Fluss o;. Analog zur Lieableitung eines Vektorfeldes definiert man die
Lieableitung von f entlang (des Flusses) von X:

d
Lxf = —

dt (foor)

t=0

v

Da o; der Fluss von X ist, erfiillt er %at = Xoo:; o9 = idpy und es gilt:

Lxf=Xf € F(M)| baw. |Lx=X €X(M)].
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4. Hamiltonsche Vektorfelder - Erste Integrale - Poissonklammer

Definition (Erstes Integral)

Eine Funktion f € F(M) heiBt Erstes Integral des Vektorfeldes
X € X(M) bzw. der zugehdrigen Differentialgleichung, wenn f entlang
des Flusses von X konstant ist:

(o) = X =0

d
Ve M: (Lxf),=

(Wir betrachten ab jetzt nur noch das 2n-dimensionale
Kotangentialbiindel als Mannigfaltigkeit.)

Beispiel: Die Hamiltonfunktion H € F(M) ist ein erstes Integral des
Hamiltonschen Vektorfeldes Xy .
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4. Hamiltonsche Vektorfelder - Erste Integrale - Poissonklammer

Definition (Poissonklammer zweier Funktionen)

Seien f, g € F(M). Wir wihlen lokale Koordinaten (g',...,q", p1,...,pn)
auf M und definieren die Poissonklammer von f mit g:

./ Of 9g Of Og
fe} =Y |3-75 - 55 F(M).
{f.e} — <0p,-8q’ aqfap,-> € 7(M)

Antisymmetrie: {f, g} = —{g,f}
Mit dem zu f gehorigen Hamiltonschen Vektorfeld

“/O0f & Of O
X = L s {f. g} = Xrg.
’ ; <3Pi dq'  0q' 3Pi> tf.g) =Xre

Daher:

Xrg = {f.g} = —{&,f} = —X,f. )
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4. Hamiltonsche Vektorfelder - Erste Integrale - Poissonklammer
Ergebnis:

g ist erstes Integral von Xf <=
0=Lxg=Xg={fg}
{f.g} ={g,f}.

Bemerkung: Mit der Poisson-Klammer {-,-}: F(M) x F(M) — F(M)
wird (F(M),+,-,{-,-}) zu einer Poisson-Algebra, d.h.:
e (F(M),+,-,{-,-}) ist eine Lie-Algebra:
o {-,-} ist bilinear
o {-,-} ist antisymmetrisch: {f, g} = —{g,f}
o Jacobi-ldentitat: {{f,g},h} + {{g.h},f} + {{h f}.g} =0
e {-,-} ist eine Derivation, d.h. es gilt die Leibnizregel:
[fg. h} = F{g. h} + g{f. h}
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4. Hamiltonsche Vektorfelder - Erste Integrale - Poissonklammer

Satz von Poisson
Seien f,g,H € F(M) und f, g erste Integrale des hamiltonschen
Vektorfeldes Xy, dann ist {f, g} ebenfalls erstes Integral von Xy.

Weiter lasst sich zeigen:

Sind f,g € F(M) und X¢, X, die zugehorigen hamiltonschen Vektorfelder,
dann ist [X¢, Xg| ein ebenfalls Hamiltonsches Vektorfeld zur

Hamiltonfunktion {f, g}:
[Xr, Xg] = X{r g}
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4. Hamiltonsche Vektorfelder - Erste Integrale - Poissonklammer

Poissonklammern der Koordinatenfunktionen

Seien (q,...,q", p1,...,pn): U— V C R?" lokale Koordinaten auf M

(UcM;V C R27 offen). Wegen

Jq —5"—8”1' . Oq :Ozap{

o 7 op ' Op o

erhalten wir:

{¢"d}=0="{pip} : {d.p}=-0;
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